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1. REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR
DE ECUATII LINIARE

Introducere. Rezolvarea sistemelor algebrice liniare §i operatiile
de calcul matriceal (evaluarea determinantilor, inversarea matriceala,
calculul valorilor si vectorilor proprii) sunt incluse in domeniul algebrei
liniare — implicata in diverse probleme stiintifice, de exemplu:

— problemele care depind de un numar finit de grade de
libertate, reprezentate prin ecuatii diferentiale ordinare sau cu
derivate partiale sunt transformate, cu ajutorul diferentelor finite, in
sisteme de ecuatii liniare;

— problemele neliniare sunt frecvent solutionate (aproximate)
prin procese de liniarizare;

— programarea liniard implicd rezolvarea unor sisteme de
ecuatii algebrice liniare;

— foarte multe probleme ingineresti din domeniul retelelor
electrice, analiza structurilor, proiectarea cladirilor, vapoarelor,
avioanelor, transportul lichidelor si gazelor prin conducte etc.
necesita, pentru solutionare, rezolvarea unor sisteme liniare.

Formularea problemei. Fie A € R™ (o matrice reala cu n
linii si n coloane), b € R" (un vector — matrice coloana — cu n
componente reale) si vectorul necunoscut x € R". Atunci un sistem
de ecuatii liniare se scrie sub una din formele:

a; X, +a;,X, +...+a,,Xx, =b,

a,X,+a,X,+..+a, x,=b

n

sau matriceal: Ax = b sub forma compacta si

a;, A, .. 4 X, b,
Ay Ay .. Ay, X, b,

S (1
a, a, .. a, X, b,

sub forma dezvoltata.
O ultima varianta de scriere a unui sistem liniar este:



n
Z:aijxj =b,,i=1,2,..,n
=1

Observatii.

1. Un sistem liniar (1) este consistent daca are cel putin o
solutie si inconsistent daca nu are nici o solutie. Orice sistem liniar
considerat in continuare poate avea solutie unicd (compatibil
determinat), nici o solutie (incompatibil) sau o infinitate de solutii
intereseaza primul caz.

2. Sistemele (1) se pot clasifica si dupa vectorul b, in:

a) sisteme omogene — daci b = 0. Orice sistem omogen
de forma Ax = 0 este un sistem consistent (deoarece are solutia
x = 0 — neinteresantd). Un sistem omogen are o solutie nebanald daca
si numai daci det A = 0 (adicd A este singulard). In aceasta situatie
solutia depinde de cel putin un parametru.

b) sisteme neomogene — daca b = 0. Sistemul (1) este
compatibil determinat pentru (V) b # 0 daca si numai daca sistemul

omogen Ax=0 nu are decat solutia banala (adica A este nesingulara).

3. In sistemele obtinute din aplicatiile fizice, numerele ce
constituie matricea A si vectorul b sunt afectate de erori inerente
(provenite din masuratori) sau erori de rotunjire (1/7 nu poate fi
reprezentat exact pe nici un calculator electronic — care are lungime
fixa a cuvantului — deoarece reprezentarea lui in binar are o infinitate
de biti). Daca erorile mici in cadrul coeficientilor lui A si b, sau in
procesul de calcul au un efect redus asupra vectorului, solutie, un
astfel de sistem este bine conditionat, iar dacd efectul este
considerabil, un astfel de sistem este slab conditionat.

Metodele numerice de rezolvare a sistemului liniar (1) sunt de
doua tipuri: directe si iterative.

Rezolvarea directi a sistemelor de ecuatii liniare
Metodele directe constau in reducerea sistemului (1), Intr-un
numdr finit de etape, la un sistem echivalent, (cu aceeasi solutie)
direct rezolvabil — prin substitutie directd sau inversa.
Aceste metode furnizeaza solutia exactd x a sistemului (1) 1n
cazurile (ideale) in care erorile de rotunjire sunt absente si necesita, in
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acest scop, efectuarea unui numar de operatii aritmetice elementare de
ordinul n’.

Din acest motiv, metodele directe se utilizeaza pentru rezolvarea
sistemelor ,,uzuale®, de dimensiune n < 100.

In continuare vom prezenta citeva metode directe de rezolvare a
sistemelor de ecuatii liniare.

1.1. Metoda Gauss. Tehnici de pivotare

Procedura de reducere a sistemului (1) la un sistem echivalent
are la baza o schemid de eliminare succesivd a necunoscutelor,
introdusa de Gauss 1n 1823, prin care se efectueaza triangularizarea
superioara a matricei sistemului prin transformari elementare.

Transformarile elementare din metoda Gauss sunt de tipul:

- schimbarea a doua linii intre ele;

- adunarea unei linii, inmultite cu un numar, la alta linie
si se efectueaza asupra matricei extinse (A | b) astfel incat in ,,n-1%
etape in locul matricei A sa avem o matrice superior triunghiulara.

Observatie. Transformarile elementare de tipul celor de mai sus
sunt permise numai asupra liniilor deoarece nu influenteaza obtinerea
solutiei (se referd la ecuatiile sistemului care prin schimbare sau
adunare — multiplicate cu un numéar — nu influenteaza solutia).

Incercim prezentarea algoritmici (pe pasi) a metodei Gauss:

- la primul pas se foloseste prima ecuatie a sistemului la
eliminarea necunoscutei x; din celelalte n-1 ecuatii obtindndu-se un
nou sistem A®x =b® (unde AV = A si bV = b);

- la al doilea pas se foloseste a doua ecuatie transformata (deci
din sistemul anterior A®x = b®) pentru eliminarea necunoscutei x,
din ultimele n-2 ecuatii, obtinandu-se sistemul A¥x = b® g.a.m.d.



Astfel, pentruk =1, 2, ... , n-1, avem:

al”,1<i<k,i<j<n
ai™ =40,1<j<k, j+1<i<n
K ay) K .
afj)—%-afq), k+1<i,j<n
Ay
2
b, 1<i<k
b = 2
: b ——k_.p k+1<i<n
NG
kk

Pentru k = n-1, Inseamna ca necunoscuta x,_; a fost eliminata
din ultima ecuatie, obtinandu-se un sistem sub forma triunghiulara.

alVx, +allx, +..+al’x, +..+aVx, =b™

(n) (n) (n) — 1
a5 X, +..+a'X, +...+a;,/X, =b;

(n) (n) (n) 3)
Ay Xy F...+ag’x, =by
a::l)xn - bl(‘ln)
sau
Ay —
Observatii:

1. A™ este o matrice superior triunghiulara.

2. Sistemul A™x = b™ este echivalent cu sistemul (1).

Sistemul triunghiular (3) este sistemul cel mai simplu din sirul
de transformari; pentru rezolvarea lui se foloseste procesul de
eliminare (substitutie) inversa, descris astfel:



b(n)
X =0
ann
(4)
b~ alx.
JZI .
X; _T’ i=n-1,n-2,..,1
ll
Observatii.

1. Formulele (2) pot fi completate astfel incat sistemul (3)
obtinut sd aiba forma:
x, +allx, +...+aVx_ =b"
X, +..+ax_ =bM
x, =b™
ceea ce Inseamnd ca in relatiile (4) dispar numitorii, sau formulele
(2) pot fi modificate astfel incat sistemul (3) sd aiba forma
matriceala:

10 .. 0)(x;) ([b™
0 1 .. 0f[x,| [b®
0 0 .. 1){x,) (b®

ceea ce Tnseamna ca relatiile (4) devin:

x,=b", 1<i<n

Aceasta modificare a metodei Gauss este cunoscutd sub
numele de metoda Gauss-Jordan.

2. Ultimele din formulele (2), pentru ai(jk“), k+1 £ 14,j <

si bi(k”), k+1 < i < n sunt cunoscute §i sub numele de regula

dreptunghiului.
(k) (k)
Ak Ay

1 2
2 >< a0
1k

J




(k) ., (k) _ (k) , (k)
(}(+1):aij Ape ~ Ak Ay

8.1]

2l

1.2. Metoda factorizarii LR

Definitia 1. Fie A € R™ . O relatie de forma:

A=L-R 5)
unde L € R™ este o matrice inferior triunghiulara iar R este o
matrice superior triunghiulara, se numeste factorizare LR a lui A.

Precizare: o matrice T € R™ se numeste superior (inferior)
triunghiulara daca t; = 0 pentru i > j (tj = 0 pentru i < j) unde
T:(tij),l < 1,_] < n.

In contextul definitiei 1, sistemul liniar (1) devine:

LRx=b
care conduce la rezolvarea directd a doud sisteme liniare cu matrice
triunghiulare si anume:

Ly=b (6)
Rx=y (7
Observatii:

1. Sistemul (6) are solutia ,intermediara“ y ale cérei
componente se obtin prin substitutie directd (inainte) datoritd formei
matricei L — inferior triunghiulara.

2. Sistemul (7) are solutia ,,finala* x ale carei componente se
obtin prin substitutie inversd (inapoi) datoritd formei matricei R —
superior triunghiulara.

Pentru simplificarea referirilor ulterioare, notdm prin
Ay =(a;),1<1,j<k submatricele lider principale de ordinul k ale

lui A, k=1,2, ..., nsiintroducem conditia:

i) submatricele Ay sunt nesingulare (evident A; = aj;, iar
A,=A)

Observatie. Conditia 1) altfel exprimatd este: toti minorii
diagonali principali ai matricei A sunt nenuli.

a;; ap

a;; =0, #0,s.amd. detA = 0

ay Ay




(de fapt toti primii minori diagonali de fiecare ordin sunt nenuli)

Este valabild urmatoarea:

Teorema. Daca matricea A satisface conditia i), atunci exista
o factorizare LR a lui A, in care matricea L este nesingulara.

O factorizare LR a lui A poate fi calculatad direct printr-o asa-
numiti proceduri compacti, in care cele n’ egalititi scalare, din
(5), se rezolva succesiv in raport cu elementele necunoscute by, i >
k si ng, k < j ale matricilor L si respectiv R. Unicitatea procedurii
este asigurata precizand apriori elementele diagonale ale matricei L
sau elementele diagonale ale matricei R. Din acest punct de vedere,
in practica se utilizeaza doua tipuri de factorizari:

a) Factorizarea Doolittle — impune L cu diagonala unitate,
adicaly=1,k=1,2, .. n.

b) Factorizarea Crout — impune R cu diagonala unitate, adica
Ik = 1, k= 1, 2, ey 1L

Ne vom ocupa de detalierea acestei factorizari, astfel:

I} 1 1, .. 1,
. PYRPS: . 1 Dn
Pasul 1. FieL = siR=
R O 1
Explicitand egalitatea A =L - R, sub forma:
min(i,j)
a; = ZIikrkj, ,j=1,2,..,n
k=1
elementele matricilor L si R se obtin astfel:
l,, =a,, 1<i<n — primacoloand din L
a.:
I :Ii’ 2 <j<n — primaliniedin R
11
®

k-l
l, =a, —Zlih Ty, 2<k<i<n
h=1

k-1
I =(akj —Zlkh -rhj]/kk, 2<k<j<n
h=1

Justificarea formulelor (8):




- ajk se obtine Tnmultind linia i din matricea L cu coloana k din
matricea R;

- daca 1 > k, atunci (Iil Ii2 Ii,k-l Iik Iii 0 .. 0)
Tk

Ik

T 1k

1
0

—>ay

0

=
= Ay :Zlihrhk +lics
h=1

I

Iy

.. ) I 1k
-dacai=k,atunci (I; b ... i 10 ... 0) - L

0
0
k-1
=a, = Z:Iihrhk +1,, ; deci am regasit formulele (8) pentrui > k;
h=1



I
Iy
. ) ) Ty1,
-dacak<J, atun01(|k1 Ik2--- Ik,k—l |kk0... 0) ?
I
0
0
k-1
=ay = Z T + 11 Ty » deci am regdsit formulele (8) pentru k <.
h=1

Pasul 2. Se rezolva sistemul (6):

Iy Yi b,
Ly 1y Y2 | b,
|n1 |n2 Inn Yn bn
cu formulele de substitutie directi (inainte)
b
i = |_1
11

k-1 €)
ykz[bk— |kjy1}/kk,k=2,...,n
=]

Pasul 3. Se rezolva sistemul (7):

I 1, .. 1, X, \z
1 Ion X | | Y2
1 ){x,) \¥a

cu formulele de substitutie inversé (inapoi)
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Xp =Ya
N 10
Xk =Yk — Zrijj,k=n—1,n—2,,,,,1 (10)

j=k+1

1.4. Rezolvarea iterativa a sistemelor de ecuatii liniare.
Metodele Jacobi si Seidel Gauss

Introducere

Metodele iterative constau in constructia unui sir x',
(evident x¥ € R") k=0, 1, ..., convergent citre solutia exacta x a
sistemului:

Ax=b,unde Ae R™ b € R"

Oprirea procesului iterativ, adicd trunchierea sirului x*, are
loc la un indice s, determinat pe parcursul calculului in functie de
precizia impusa, astfel incat termenul curent x® si constituie o
aproximatie satisfacatoare a solutiei cautate x.

(k)

Metoda Seidel-Gauss (metoda iteratiilor succesive) consta in
constructia sirului x&D k=0, 1, ... astfel: xX© e R" arbitrar, iar

i1 n
k+1 1 k+l k :
x| )=a— b; - E aijxg ) - E aijxg) ,i=2,n-1,unde
i i

j=i+l

l n
L _zaljxgk) 27)
ay =2

al‘l]‘l

n-l
(k+1) _ 1 (k+1)
xi =L, -3 a
=l

Se observa ca iteratia ,,noud* foloseste iteratii ,,vechi*, numai
daca nu exista iteratii ,,noi* calculate.

Observatii: Conditia suficientd pentru ca sirul x s
convearga la solutia x este ca A sd fie diagonal dominanta pe linii

(k+1)

,J=Ln.

(26) sau pe coloane ‘ajj‘ > i‘aij
i=l1

i#]
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2. Pot exista sisteme pentru care conditia amintita nu este
indeplinitd, dar algoritmul Seidel-Gauss sd conveargd. Utilizand
norme vectoriale adecvate se poate obtine o conditie necesara si
suficientd de convergenta, calculele depdsind cadrul prezentei
lucrari. Pentru detalii vezi [19] sau [28].

3. Practic, iteratiile se opresc atunci cand pentru un &, impus
de utilizator, avem indeplinite conditiile:

[ —x{| <gi=1Ln (28)

(sau trecand la maxim d(x*", x%) < ¢). Am putea determina din

teorema Banach, indicele la care ne putem opri, in functie de q.
In acest caz, vom defini ca solutie vectorul x*™.

Metoda Jacobi (metoda iteratiilor simultane) constd in
constructia sirului xX*V, k=0, 1, ... astfel

x = —| b, Za ® | i=1n;x® e R arbitrar (29)

ij X
J;q
Observatii:
1. Sunt valabile observatiile precedente.
2. Se observa ca iteratia ,,noud" foloseste toate componentele
iteratiei ,,vechi ceea ce face ca formula si fie mai simpla, dar
metoda Jacobi este mai lent convergenta decat metoda Seidel-Gauss
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2. ECUATII §I SISTEME DE ECUATII
NELINIARE

2.1. Metoda bisectiei

Fiind data functia f : [ a, b] > R si ecuatia f(x) = 0 metoda
bisectiei se bazeazd pe proprietatea functiei f de a fi continud pe
[a, b] si f(a)f(b) < 0. Atunci f are pe [a, b] un numar impar de
zerouri.

Daca f[a;bJ =0, x, =a;b este solutie. Daca nu, se

noteazd a; = a §i by = % si fla)- f(a;bj <0saua = a;—b si

b; =b in cazul f (%} f(b) < 0. Continuand, se obtine succesiunea

de intervale: [a;, by], [az, b,] ... [an, by] cu proprietatea ca:
f(a,) - f(b,) <0, n=1,2, 3, ...

|
cub,—a,= —(b-a).
2n( )

Obtinem astfel (a,) .y sir crescator si (by) .y sir descrescator

cu: X, =lima, =limb,
n—oo n—oo

In ipoteza ci au fost separate mai multe zerouri, algoritmul
expus poate fi aplicat pentru determinarea fiecarei solutii separate.

Metoda injumatatirii intervalului este cea mai simpla (dar si
cea mai slab convergenta) metoda pentru determinarea unei solutii a
ecuatiei f(x) = 0.

Algoritmul poate fi aplicat in doua variante:

a) Au fost separate una sau mai multe solutii;

b) Nu a fost separati nici o solutie. In aceastd situatie se
noteazd cua; =—oo, b; =0 dacd f(-)-f(0)<0saua; =0,b; =+

13



daca f(0)f(o0) < 0, in practica simbolul oo fiind Inlocuit cu un numar
foarte mare.

2.2. Metoda secantei

Consideram din nou ecuatia

f(x)=0,x € [a, b] @8
cu f continua si derivabild de doua ori pe [a, b] si In plus f(a)-f(b) <0,
adica a fost separata o solutic a ecuatiei in acest interval, iar f"(x)
pastreaza semn constant pe [a, b].

Vom prezenta in continuare metoda secantei pentru
aproximarea acestei solutii, notatd cu X .

Pentru a obtine o prima aproximatie X; pentru X vom scrie
ecuatia dreptei care trece prin punctele (a, f(a)) si (b, f(b)):

X-a_y f(a) @)

b—a f(b)-f(a)

Aproximatia x; va fi datd de abscisa punctului 1n care dreapta
taie axa Ox, adica pentru y = 0, relatia (2) se scrie sub forma:

v = o f@)b=a) G

f(b)—f(a)

Vom construi din nou o dreaptd similard cu (2) folosind un
punct: (i, f(x;)) si un al doilea punct in functie de intervalul in care
se afla solutia, (a, x;) sau (x;, b).

Daca f(a) - f(x;) < 0 atunci al doilea punct al dreptei va fi
(a, f(a)) si suntem condusi la formula generala:

), —a)
T f(x,) ~f(a)
sir descrescator (din constructie) si marginit, deci convergent.

Daca f(x,) - f(b) < 0, al doilea punct va fi (b, f(b)) si formula

iterativa va fi:

“4)
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_ f(x,)(b-x,)
Xl = X0 T o o
f(b)-f(x,)
obtinand prin constructie un sir crescator si marginit.
In ambele cazuri sirul dat de (4) sau (5) va avea ca limita
solutia cdutata, adica:

X =limx,
n—o

)

Trecand la limitd in oricare din relatia de recurenta (4) sau (5)
se obtine:
f(x)=0

2.3. Metoda Newton (tangentei)

2.3.2. Metoda Newton pentru sisteme neliniare

Prin metoda lui Newton se construieste un sir de aproximatii
x™ ale solutiei sistemului (6), cunoscand ca acest sistem are o solutie
X si avand o aproximatie initiald x'” a acestei solutii.

In definirea acestui sir de aproximatii intervine derivata F’(x) a
operatorului F.

Din relatia (7) rezultd cd numaratorul tinde la 0 mai repede
decat h. Pentru ||h|| suficient de mic, putem face aproximarea

F(x+h)-F(x)-F’(x)h = 0

Sa aplicim aceastd relatie pentru o aproximatie x
ecuatiei (1) si pentru h = X —x™. Obtinem:

E(X)-FE™) - F’x™)(x —x™) = 0, si cum:

F(X)=0-caci X este solutia ecuatiei (6), obtinem:

FG™) +F &) (xx™) = 0

Datorita aproximarii, rezolvand aceasta ecuatie nu vom obtine
solutia exactd (X ), ci o valoare ™", care o definim ca aproximatie
de ordinul n+1.

F(X(n)) +F ’(X(ﬂ))(x(nﬂ) _ X(ﬂ)) =0

Aproximatia x™™", presupunand ca exista [F *(x™)]", este de
forma:

) a solutiei
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x0T = @ _ [F ’(X(n))]-l F(X(n)) (8)

Procesul iterativ definit de (8) poartd numele de metoda lui
Newton.

Observatie. In particular, metoda lui Newton, se poate aplica
pentru rezolvarea ecuatiilor de forma:

f(x)=0
unde f: R — R este o functie derivabila, cu derivata nenuld intr-un
anumit interval care contine o solutie X a acestei ecuatii. Sirul (8)
devine, in acest caz:

o fGEM)

si metoda admite urmitoarea interpretare geometrici: ,.x™" este
abscisa punctului de intersectie cu axa Ox a tangentei la graficul
functiei f(x) in punctul (x™, f(x™)“. Din acest motiv, metoda lui

Newton se mai numeste si metoda tangentei.

Observatie. Metoda Newton se poate aplica si in cazul
sistemelor neliniare:
f(X),X5,005X 0
f,(X,X0500 Xy ) =0
f,(X,X550X) =0
unde F : R™ — R™ cu F = (f}, £, ..., ) " In exemplul dat am
constatat ca daca f; au derivate partiale de ordinul I continue, atunci

of, (x)

existd derivata lui F si F °(x) = , matricea iacobiana.

j
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3. POLINOM CARACTERISTIC.
VECTORI $I VALORI PROPRII

Preliminarii (notiuni generale).
Definitia 1. Daca matricea A € R™, atunci polinomul definit

prin:

Pa(l) = det(] - A) (1)
se numeste polinomul caracteristic al matricei A.

Precizari:

1. Polinomul p, este un polinom unitar, de grad n, cu
coeficienti reali si ecuatia caracteristica de forma:

paM) =0 & A+ A" + A2+ L+ e+ ¢, =0 (1)
are cel mult n radacini distincte (reale sau complexe).

2. Daca A este o radacind a lui pa, atunci, din det(Al — A) =0,
inseamna cé sistemul liniar omogen definit prin

(A —AD) - x =0 (vectorul nul din R") 2)
are si solutii nebanale.

In continuare vom studia radacinile lui p, si solutiile nebanale
ale sistemului (2).

Definitia 2. Daca p, este polinomul caracteristic al matricei A,
radacinile lui ps se numesc valori proprii (sau valori caracteristice)
ale matricei A. Dacd A este o valoare proprie a lui A i x # 0 verifica
sistemul (2) atunci X se numeste vector propriu (sau vector
caracteristic) al lui A corespunzator valorii proprii A.

Observatie. Egalitatea (2) conduce la:

Ax =2x 3)

Definitia 3. Multimea 6(A) = { Ay, Ay, ..., Ay} se numeste

spectrul lui A, iar numarul p(A) = max|A;] se numeste raza
I<i<n

spectrala a lui A.
Consecinti. Orice matrice A € R™ are cel putin un vector

propriu X, mai precis, fiecarei valori proprii A; € 6(A) 1i corespunde
cel putin un vector propriu x; € Ker(Al, — A).
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Metodele numerice pentru calculul valorilor §i vectorilor
proprii se impart in doua clase astfel:

I. — Metode pentru calcularea polinomului caracteristic, in care
determinarea coeficientilor lui pa(A) se face iIn mod direct. Deci o
cale posibild pentru a calcula valorile proprii este sa obtinem intéi
coeficientii polinomului caracteristic:

pa(l)=A"+ A+ L+,
si apoi sd rezolvam ecuatia caracteristica p(A) = 0, folosind in acest
scop orice metodd aproximativa de rezolvare a ecuatiilor algebrice
neliniare.

Totusi, nu trebuie sd proceddm astfel decat in cazurile cand
matricea A este de ordin foarte mic si solutiile ecuatiei caracteristice
sunt bine separate.

Motivul este cd valorile proprii sunt foarte sensibile la
perturbatiile coeficientilor cy, c,, ..., ¢,, datorate erorilor de rotunjire
inerente.

II. — Metode pentru determinarea valorilor si vectorilor proprii
ai matricei A, fard a dezvolta in prealabil polinomul caracteristic.
Aceste metode sunt in esentd proceduri iterative de aducere a
matricei A la anumite forme simple (,,canonice®) prin transformari
de asemanare sau prin transformari de aseméanare ortogonala (forma
diagonala, forma tridiagonala, forma superior triunghiulara, forma
superior Hessenberg).

3.1. Calculul polinomului caracteristic cu ajutorul minorilor
diagonali

Daca A € R™ este de forma A = (a;), 1 < i, j < n, atunci
polinomul ei caracteristic se poate scrie:

pa(A) = det(Ad;; — ay)

Elementele fiecarei coloane a determinantului de mai sus sunt
sume algebrice de cate doua elemente. Deci pa(A) se descompune
intr-o suma de 2" determinanti. Fie A unul dintre acesti determinanti
si sd notam cu jy, jo, ..., jm coloanele lui A care contin numai elemente
ale matricei A. Toate celelalte coloane contin A la intersectia cu
diagonala principala si in rest 0.
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Dezvoltand succesiv A dupa coloanele care contin A si scotand
—1 factor comun pe celelalte coloane, se obtine:
A=(E=D"- A" M

unde M,

elementele care se afld la intersectia liniilor si coloanelor de indici
jl)jZa eeey jm~

Daca in dezvoltarea lui pa(A) se grupeaza termenii dupa
puterile lui A, se obtine:

pal) =A"— o A" + oA — .+ (—1)"on,

ddaedm
este minorul diagonal al matricei A format cu

unde:

n
c, = z a; (o) este suma minorilor diagonali de ordinul unu);
i=1

6= Y

I<i<j<n

a.. a..
" Y (o, este suma minorilor diagonali de

j i

ordinul doi); s.a.m.d.
o, = detA (o, reprezintd singurul minor diagonal de ordinul n);

3.2. Metoda Leverrier

Daca A eR™", atunci polinomul sdu caracteristic este:

pa(M) =A"— o A" + A" - L+ (<1) o,

Pentru a-i determina coeficientii procedam astfel:

1) Determinam s, = Tr(A¥), 1 < k < n.

2) O =81

Ok = (Sle_l —$0k,t ...+ (—l)kHSk)/k, 2<k <n.

Algoritmul lui Leverrier se programeaza fara dificultate si
prezintd un grad mare de generalitate (nu exista cazuri particulare).

Pentru n mare, calculele sunt dificile (trebuie calculate puterile
matricei date) si se mareste timpul de raspuns.
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3.3. Metoda Krylov

Este o metoda pentru calculul polinomului caracteristic bazata
pe teorema lui Cayley-Hamilton. Fie A € R™ si pa(A) = A" + ¢, A" +
+ ... + cu A + ¢y, polinomul caracteristic al matricei A. Trebuie sa
determindm coeficientii c;, ¢;, ..., ¢,. Conform teoremei amintite,
avem:

pa(A)=A"+ ¢ A" + .+ cpA + el = 0, (7
Fie y© e R, oarecare, nenul. Din relatia (7) rezulta:

AY? + Ay + L+ e AY Y + ey @=0 ®)
Daca se noteaza

AyO=y® k=12 .. n )
atunci relatia (8) se mai scrie:

ey ™+ ey 4+ ey + ey ® = —y® (10)

Scrisd pe componente, relatia (10) reprezintd un sistem de n
ecuatii liniare cu n necunoscute c;, C,, ..., ¢,. Dacd determinantul
sistemului (10) este nenul, atunci solutia unica reprezinta coeficientii
polinomului caracteristic. Aceastd solutie se poate obtine prin una
din metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare. Daca
determinantul sistemului (10) este nul, atunci trebuie reluate

calculele cu un alt vector initial y**.

Observatie.  Relatia (9) pentru obtinerea  vectorilor

y, y®, ..., y™ conduce la calcule simplificate daca este scrisd sub
forma echivalenta:
y¥=Ay*Y k=1,2,.,n (11)

Daca polinomul caracteristic are radicini distincte, atunci
vectorii y©, y'V, ..., y™ obtinuti mai sus permit determinarea simpla
si a vectorilor proprii. Fie A, Ay, ..., A, valorile proprii distincte si
x, x®, ... x™ vectorii proprii corespunzitori care formeazi o baza.
Fie:

¥y =bx" + bx@ + .+ bx™ (12)
expresia vectorului initial in aceasta baza.

Observatie. Mentionam faptul cid vectorul initial a condus la
obtinerea coeficientilor cy, c,, ...., ¢, ai polinomului caracteristic.

In continuare, din (9) sau (11) si definitia vectorilor proprii,
obtinem:
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y(l) — Zbkkkx(k)
k=1
........................... (13)

n
y(nfl) — Z bkl?:l x 0
k=1

Sa notam:
)\' n— n— .

G = fhf‘_(%)zx L g ety =12 n (14)
]

In ipoteza facutd (valori proprii distincte), avem.

{qj(}\'k) =0, k=]

q;(x)=0

si din relatiile de mai sus deducem:

YU+ @y ™+ gy = big(u)x + bygi(Ro)x® + L+
+bigi(A)xY + .. + bugi(a)x™ = bigi(Ay)x"

Dacd b; #0, atunci bjgj(A)x? este de asemenea un vector
propriu corespunzator valorii proprii A, deci

y*U 4 quy P+ gy (16)
este un vector propriu corespunzator valorii proprii A;.

(15)

3.4. Metoda Fadeev

Este o metoda, care pornind de la relatia (17), cu un efort
minim, permite obtinerea atat a coeficientilor polinomului
caracteristic al matricei date A € R™", cat si a inversei acesteia A™.

Algoritmul metodei Fadeev este caracterizat de relatiile:

A, =A; c, =-Tr(A)); B, =A, +¢/I,
A, =AB,; c, =—1Tr(A2); B, =A, +c,l,

2 (18)
A, =AB, ; c, = —lTr(An); B,=A, +c,I,

n

Se demonstreaza usor urmatoarele afirmatii:
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A" =——B, ,,dacic, #0

n-1°

3.5. Metoda Danilevski

Fie A € R™. Ne propunem sa obtinem pa.
Definitia 7. Spunem cd matricea F € R™" are forma normala
Frobenius, daca:

f, £, .. £, f,
1 0 .. 0 O

F= (19)
0 0 .. 1 0

Proprietatea 2.

pr(L) = A" — A — HA — A — £, (20)

(deci o matrice cu forma normalad Frobenius are in prima linie opusii
coeficientilor polinomului sau caracteristic).

Observatie. Demonstrarea relatiei (20) se face dezvoltand
determinantul matricei (Al — F) dupa prima linie.

Metoda lui Danilevski, pentru aflarea polinomului caracteristic
al matricei date, A, constd in aducerea matricei A, la forma normala
Frobenius prin procedee de asemanare. Acest lucru se realizeaza in
n-1 etape, la fiecare etapa, obtinand cate o linie din matricea F, data
de (19), de la ultima linie pana la prima.

Astfel:

Etapa 1. Presupunem a,, ; # 0 pentru a realiza ultima linie din
matricea F.

Observatie. Cazul a,,, = 0 (posibil practic) va fi tratat la
cazuri particulare.

Cu presupunerea a, , 1 # 0, vom prelucra matricea A astfel:

- impartim elementele coloanei n-1 prin a, |
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- apoi, din fiecare coloand j, 1 < j < n,j # n—1 vom scadea
coloana n—1 (obtinutd anterior) inmultita cu a;.
Adica:

i,n—1 zai,nfl /an,nfh lﬁlﬁn, (21)
- ! . <i1<n.i — <i<
a'ly=ay—a', a,, I1<j<n,j#n—-1,1<i<n,

Observatie. Linia n a matricei A se inlocuieste cu ultima linie
din F, adica 0 0...1 0 (vezi formulele (21) pentru i = n).
Observatie. Transformarile (21) sunt echivalente cu
inmultirea la dreapta a matricei A cu matricea:

1 0 0 0
0 1 0 0
e I S S @
- - - linia ,,n—1°
an,n—l an,n—l an,n—l an,n—l
0 0 0 1

Deci, matricea M,.; difera de matricea unitate de ordinul n,
doar 1n linia ,,;n—1*, cu componenta din (22).

Observatie. Daca notam cu B,,.; = A - M,,_;, atunci ultima linie
a matricei B,y este 0 0 ... 1 O si elementele celorlalte linii
i, 1 <1 < n-1 se calculeaza cu ajutorul relatiilor (21).

Observatie. Matricea M, este inversabila si

1 0 .. 0 0
0 1 .. 0 0
ML= (23)
an @py e Anpg Ay | linia,,n-1%
0 0 .. 0 1

. . —1 . - . . .
Deci, matricea M, difera de matricea unitate de ordinul n

doar in linia n-1 care este ultima linie din matricea A.
Cu toate aceste precizdri facute, in prima etapd se obtine

matricea C,.; = M;l - By, adicda C,,, = M;ﬂl - A - M, care este
asemenea cu matricea A(A ~ Cy.p).
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Observatie. Cu exceptia liniei ,,n—1%, matricele C,; si B, au
aceleasi elemente. Elementele liniei ,,n—1° din matricea C,; se obtin

inmultind elementele liniei ,,n—1“ din matricea M;l_l, (23), cu
elementele fiecarei coloane din B,,.;.
Obtinem, astfel, relatiile:
n
a'yj=Xxagay, 1<j<n 24)

i=1
Relatiile (24) se referd la linia ,,n—1° din matricea C,.;, restul
liniilor matricei C,., fiind preluate din B, ;, fara nici-o modificare.
Etapa 2. In etapa a doua se reiau calculele bazate pe relatiile
(21) + (24), presupunand a' ,z0(a'
Cu alte cuvinte se construieste matricea:
Coz=M,!, - Cot " Myo,
asemenea cu matricea C,,;, deci asemenea cu A (relatia de aseméanare

fiind relatie de echivalenta). in plus, ultimele doua linii din C,, sunt
identice cu ultimele doua linii din F.

Observatie. Putem scrie Cpy = M., (M- A - My)) ‘M, =
= (M;', - M;'})) - A - (M, - M,,) — folosind asociativitatea
produsului matricelor. Deci A ~ C,.,.

-l n1n2 €ste element din Cyp).

Observatie. Matricele Mn_z,Mi2 se calculeaza asemanator
matricelor My, M;{l din (22) respectiv (23), folosind linia ,,n—1*

din C,; pentru a obtine linia ,,n-2* din M,,,, respectiv M;{z . Adica,
linia ,,;n—2° din M,,; este:

1 \l
a n-1,1 a n-1,2 1 a n—1,n—1 a n-1l,n

1 1 1 1 1
A a2 Qagn2 Ayin—2 @nan2 @pgn2

Analog, linia ,,n—2° din M;lz este:

' ' ' '

'
a n-1,1 a n-1,2  *** a n—1,n-2 a n-1,n—1 a n—1,n Samd

Etapa n-1. in etapa n-1 se obtine matricea C; = M;'-C,'M,
(In ipoteza c,; # 0, ¢y fiind element din C,), A ~ C,, C, avand forma
(19) deoarece se obtin ultimele n-1 linii din (19). Relatia dintre C; si
A este data de:
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Ci=(M;"M;' .. M')A M, - M,,... M)
Notand S =M, My, ... M; = C;=S"- A S,

4. APROXIMAREA FUNCTIILOR

Introducere

Vom incerca In cele ce urmeazia sia prezentdm pe scurt,
procesul de aproximare a unei functii cunoscuta printr-un numar finit
de valori.

Printr-un anumit procedeu, utilizarea unor aparate de masura
de exemplu, putem cunoaste valorile unei functii (temperatura,
tensiuni sau intensitatile electrice, magnetism, etc.) cu expresie
necunoscuta pentru anumite valori ale variabilei.

Vom nota cu Xg, Xi, ..., X, valorile pentru care au avut loc
masuratorile si cu fy, fi, ..., f, valorile masurate, adica: f; = f(x;),
1=0,n.

Exista situatii 1n care este necesard cunoasterea valorii functiei
f intr-un punct X, X €[Xg, Xu), X # X;, 1= 0,n, care nu a facut deci
parte din setul de mésuratori initiale.

Daca reluarea masuratorilor pentru determinarea valorii f(X)
nu mai este posibild din diverse motive, de exemplu acela ca
fenomenul nu se mai poate repeta, suntem nevoiti ca pe baza datelor
acumulate sd cdutam o aproximare pentru f( X ).

Avand in vedere faptul ca pot exista mai multe valori de genul
X, vom cduta un aproximant pentru functia f pe intervalul studiat
[x0, X,], care sa aproximeze de fiecare data valorile f(X ), pentru X
dat.

Vom expune in cadrul acestui capitol doud metode de
constructie a aproximantului:

a) ca polinom de interpolare (cand n este mic!);
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b) ca element de cea mai buna aproximare obtinut prin metoda
celor mai mici patrate (cand n este mare!).

Aproximantii construiti pot de asemenea inlocui functia in
operatii de integrare si derivare aproximativa asa cum se va prezenta
in capitolele urmatoare.

Aproximarea functiilor prin interpolare
Fie ,,n+1° puncte distincte, x;, i = 0,n (numite noduri) pe un

not —_
interval [c R, si f(x;) = f;, 1= 0,n valorile date ale functiei reale f

in aceste puncte (f: R— R).

Sa determinam un polinom de grad cel mult egal cu n, notat P,
care si treaca prin punctele (x;, f;), i = O,_n

Un asemenea polinom il numim polinom de interpolare, iar
despre f spunem ca se aproximeaza polinomial pe 1.

Se pun urmatoarele intrebari:

a) daca exista, care este expresia polinomului de interpolare in
functie de x; si fi, 1= 0,n ?

b) cat de bine aproximeazad polinomul de interpolare functia f
peI?

Sa incercdm sa raspundem la aceste Intrebari.

4.1. Polinomul de interpolare Lagrange

4.1.1. Construirea polinomului

Calea directd de determinare a polinomului de interpolare ar fi
folosirea expresiei generale a polinomului de gradul n, coeficientii
lui (in numar de n+1) urmand sa rezulte din cele n+1 conditii.

Pu(x)=1f,1= 0,n (1)

Adica, fie Py(x) = apx" + a;x™" + ... + a,. Astfel (1) reprezinta
un sistem liniar cu n+1 ecuatii (deci cele n+1 conditii (1)) si n+1
necunoscute ay, aj, ..., a, (coeficientii polinomului de interpolare).
Determinantul matricei acestui  sistem este  determinantul
Vandermonde V(x, Xy, ..., X,) # 0, deoarece nodurile sunt distincte.
Rezulta solutia unica ay, ay, ..., a,.
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Deci polinomul de interpolare existd si este unic, expresia sa
fiind dependenta de x;, f;, 1 = (),_n .
Fiind destul de laborioasa aceasta cale, vom prefera o alta
cale care conduce direct la expresia polinomului de interpolare.

Sa notam cu |k, k= O,_n , un polinom de grad n pentru care
1. (x;)=3,; (simbolul lui Kronecker), (¥)j= 0,n.

Asadar
L X—X. —
Lo=][—2. k=o0n )
=0 Xk T X
jzk

adica I, (x) = (X =Xg)--(x —ky DX —Xpp)-- (X —X,) ’
(X = X)Xy = Xy )Xy = K)o (X = X,,)
Observatie. Polinoamele de grad n, definite de (2) se numesc
polinoame fundamentale Lagrange (justificarea notatiei).
Este valabila urmatoarea proprietate:

k= 0,n

Proprietatea 1. Polinomul P,(x) = ka I, (x) este polinom de
k=0
interpolare (numit polinom de interpolare Lagrange).
Asadar, polinomul de interpolare Lagrange:

Py(x) = ifkf[

j2k

X —

X
X, —X

3)

este un polinom de interpolare pentru datele (x;, f;), 1=0,n.
Proprietatea 2. Polinomul de interpolare corespunzator la

»nt1 puncte distincte, existd si este unic (sau polinomul de

interpolare Lagrange constituie singurul polinom de grad cel mult n

ce interpoleaza datele (x;, f;), i = (),_n).

4.2. Polinomul de interpolare Newton

4.2.1. Diferente divizate
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Fie ,,n+1% puncte distincte x;, i = 0,n (numite noduri) pe un
not —_
interval I < Rsif(x;) = f;, i= 0,n valorile date ale functiei reale f

in aceste puncte.

Definitia 1. Definim diferentele divizate de ordin k, k = 0,n,
recursiv astfel:

— diferentele divizate de ordin zero coincid cu valorile f;, ale
functiei f n nodurile x;, i = (),_n (deci sunt ,,n+1“ diferente divizate
de ordin 0). Le notam f(x;);

— diferentele divizate de ordin unu se definesc prin egalitatea

f(x;,)—f(x;) 0

Xin — X

f(xi; Xir1) = <i < n-1,
adica f(xo; x1), f(x1; X2), ..., f(Xn.1, Xp) (deci sunt ,,n* diferente divizate
de ordin 1);

— diferentele divizate de ordin k, se obtin din diferente divizate
de ordin k-1 dupa formula:
_ XG5 X ) — (X5 X505 X )

f(X0; X1 .5 X)

(7

Observatie. Exista o singura diferentd divizatd de ordinul n si
f(x3X5500%X,) = F(X 3 X 55X 0)

Xk —Xp

anume f(Xo; Xy; ..., Xp) =

Xn—Xp

Observatie. Din definitia 1 rezultd ca putem trece diferentele
divizate (de toate ordinele) intr-un tablou astfel:

X; dif.div. de ord.0 dif.div. de ord.1 ord.2 ord. n

Xo f(xo) = fo f(xo; x1) f(Xo; X1; X2) f(Xo; X153 ..3Xn)
xi |f(x) =1 f(x1; X2) f(x15 X2; X3) -

Xy |f(x2)) =1, (x2; X3) £(x2; X35 X4) -

Xn2  |f(Xn2) = fi2 (X025 Xne1) f(Xn-25 Xn-15 Xn) -

Xnt [f(Xner) = fooi f(Xn-15 Xn) - -

Xn f(xn) =1 — — —

folosind formulele (7).

Deci notand dj;, elementele acestui tablou
= dip=f1i,1

=0,n
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d .. .-

_ i+1,j-1 - L p

dij_ N lanal_ O,n_.]
Xivi — X

Observatie. Se poate demonstra, prin inductie dupd m, ca
S f(x j)

f(X03 -3 Xm) = ) ®)
=0 H (x;=x;)
i=0
i#]
ceea ce arata ca diferentele divizate sunt simetrice in argumente.
Polinomul notat
n-1 k
Nu(x) = f(x0) + Y F (x5 x )] [(x %)) (12)
k=0 =0

se numeste polinomul lui Newton de interpolare cu diferente
divizate. Din (9), combinand cu (5), deducem:

f(n+1) (é)
(n+1)!
& este intermediar punctelor X, X, ..., Xq.

f(x; X0; voo; Xn) =

b

Observatii:

1. Polinomul de interpolare Lagrange, cu exprimarea (3) este
identic cu polinomul de interpolare al lui Newton cu exprimarea
(12).

2. Din tabloul diferentelor divizate, se observd ca ne
intereseaza doar prima linie.

4.4. Aproximarea cu functii spline cubice

4.4.1. Constructia aproximantului spline cubic

Daca gradul polinomului este 3 vom spune ca aproximam cu
spline cubic, definit prin conditiile de mai jos:

1.S(xi))=1£,0 <1< n;

2. S, S', S" continue pe [a, b];
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3. S polinom de gradul trei pe fiecare subinterval [x;,x;], 1 <i<n.
Notam:
S; —restictia lui S pe [x;.1, x;] adicd S;(x) = S(x), X € [X;.1, X;].
cont

0 =S"(x), 0 < i < n,deciu=S"(x;) = S",(x).

Forma generala a ramurii ,,i” a spline-ului cubic este

-x. V¥ +u (x. —=x)° 2 \x —x.
Si(x) = Ui (x —xi) 6"};‘111("1 X) +[fi —uih?l]x h%l’l +
h? )x, —x
+ (fil —Uiy ?1] lhA > (22)

Se observa continuitatea lui S.

In continuare, vom impune conditiile de continuitate si pentru
S', adica

S'(x;)=S,,(x;),1 £i<n-1
de unde avem:

&+u» h; +h;,, u hy,, fi,-fi i; i 23)

u; i i+l
3 6 h.

i-1

1<i<n-1

Relatiile (23) reprezintd un sistem de n-1 ecuatii cu n+l
necunoscute uop, uj, ..., U, pentru a cidror determinare existd doua
cazuri practice:

I. S"(a) = S"(b) = 0, adica up = u, = 0. Rezultd n — 1 ecuatii cu
n — 1 necunoscute: u;, Uy, ..., Uy, adicd am redus numarul de
necunoscute.

not
Sv — fl — f' _
L. @) =) . ‘= 0%+u1%:—flh fo -ty (24)
S'(b)=f'(b) = ", :

I

si

w2y Do Tt (25)



adica marim numarul de ecuatii si deci (24) + (23) + (25) reprezinta
un sistem de n+1 ecuatii cu n+1 necunoscute: uy, uy, ..., Uy.

In ambele cazuri I si II sistemele obtinute sunt tridiagonale
simetrice cu diagonala principald dominanta.

4.5. Metoda celor mai mici patrate — cazul
functiilor tabelate

4.5.1. Constructia elementului de cea mai buna aproximare

Fiind data o functie f: [a, b] & R vom spune cd este tabelata
atunci cand se cunosc valorile f(x;) = f; ale functiei f pe un sistem de
noduri echidistante sau nu: a =x; <x; <... <x,=b.

Metoda celor mai mici patrate (m.c.m.m.p.) 1si propune ca
pentru functiile tabelate sd determine un aproximant care sa
aproximeze suficient de bine functia in orice punct din intervalul
[a, b], fara sa coincida cu functia in mod expres in vreun punct.

Alegerea aproximantului se va face dintr-o familie de functii
liniar independentd, numita sistem de generatori sau functii standard
si evident forma lui va depinde de familia din care face parte.

Cea mai comoda alegere pentru aproximant va fi de forma
polinomiala.

Elementul de cea mai bund aproximare in sensul celor mai
mici patrate se va determina din conditia de minimizare a abaterii
dintre functia f si aproximantul g:

It -l =§|f(><i)—g(xi)|2 (33)

unde:

=352

31



Aproximantul g va fi generat de o familie finitd de functii
liniar independente: @y, @, ..., O, adicd g va avea forma:

SORICTACY (34)

Coeficientii ¢; € R 1i vom determina din conditia de minimizare a
erorii de aproximare:

2
min R(cy, ¢y, ..., Cy) = min Z(f(xj) -0, (xj)) (35)
j=l i=1

echivalenta cu rezolvarea sistemului liniar:

a—R=0; a—R=0; a—R:O (36)
aCl aCZ 6Cm
sau
3¢S0, (), (x)) = Z@k(x )(x;), k=1 (37)

i=1 j=1
elementului de cea mai buna aproximare pentru o functie data.

4.5.2. Aproximarea functiilor prin metoda celor mai mici
patrate utilizand polinoame algebrice

Vom alege functiile standard ca polinoame algebrice, o prima
posibilitate fiind ca:

oi(x)=1; gi(x)=x", i €2,m (41)
Ecuatiile sistemului (37) (care se mai numesc si ecuatii normale) vor
deveni:

n
ncl+2c Zx” X1

i=2  j=1 j=

—_

Se.yxi=Yx £,
lzil_lz:lj Z“JJ (42)
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unde xy, X, ..., X, sunt punctele in care se cunoaste fenomenul fizic a
carui modelare se studiaza.

5. EVALUAREA NUMERICA A INTEGRALELOR

Introducere

Vom studia in continuare metode de evaluare aproximativa a
b

integralelor definite J.f (x)dx pentru o functie f integrabild a carei
a

primitiva este dificil de evaluat.
Aproximarea integralei definite se va face cu formule de
forma:

[Feodx = et x) + B,
a i=0
()

unde: c¢; sunt coeficienti, x; sunt noduri echidistante alcatuind o
diviziune a intervalului [a, b] iar E(f) este restul metodei de
aproximare numerica.

Pentru fiecare metoda restul (eroarea) este specific, iar
coeficientii ¢; si nodurile x; se aleg astfel incat restul sa fie nul atunci
cand functia se Inlocuieste cu un polinom de un anumit grad m.

Exista o varietate de metode de aproximare a integralelor
cunoscute si sub numele de formule de cvadratura, clasificarea
acestora facandu-se in functie de modul de obtinere.

a) Dacd pentru obtinerea formulei de cvadratura (1) nodurile
echidistante xg, X, ..., X, sunt fixate si se determind coeficientii c;,
astfel Incat E(f) sa fie nul pentru orice f — polinom cu gradul cel mult
egal cu m, ordinul de exactitate va fi m.

Cateva exemple de metode pe care le vom prezenta in
continuare din cadrul acestei familii sunt: metoda trapezului, metoda
Simpson, metoda lui Newton, cunoscute in general sub denumirea de
formule de tip Newton-Cotes.
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Aceste metode permit si evaluarea integralelor din functii a
caror expresie nu este cunoscutd dar avem acces prin masuratori la
valorile care ne intereseaza.

b) Daca in formula (1) toti coeficientii c; sunt egali: ¢; = c,
i= 0,n sise determind nodurile x; astfel incat restul E(f) sa fie nul
pentru orice f — polinom de gradul <m, atunci se obtine o formula de
tip Cebisev:

b n
I f(x)dx =c Y f(x;) + E(f)
" i=0

de ordinul m.

c¢) Dacd in formula (1) se determina att coeficientii c; cat si
valorile x; iar restul va fi nul pentru orice f — polinom de grad maxim
2m obtinem formule de cvadraturd de tip Gauss avand ordinul de
exactitate 2m.

Formulele de tip Newton-Cotes vor fi expuse in continuare iar
cele de tip Cebisev si Gauss vor fi expuse in capitolul 7.

5.1. Metoda trapezului

Se obtine aproximand functia de integrat cu un polinom de
interpolare Lagrange construit pe nodurile a si b.
. (b b-a
Dec1jf(x)dx ~ 2 [£(a) +£(b)]

Geometric, membrul drept reprezintd aria trapezului cu bazele
f(a), f(b) si naltimea b — a — care se obtine aproximénd curba data
pe [a, b] printr-o dreapta (de aici denumirea metodei).

De la interpolarea Lagrange stim ca

fx) = L(x) + %(x — a)(x — b), in conditia f € C’[a, b],
¢e(a,b)
b
Deci j f(x)dx =

b-a
2

[£(a) + f(b)] + Exr (£),

1 b
cu  Er (f)ZEL £"(€) (x —a)(x — b) dx
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eroarea de aproximare in formula trapezului.
De aceea vom considera o diviziune a intervalului [a, b], prin
punctele echidistante (pentru comoditatea formulei pe care o vom

stabili) x; = X, + ih, i = 0,7, unde Xo = a, X, = b, iar pasul h = ———
n
b h n—1
Obtinem: J.f(x)dx = —|f(xy)+ 2Zf(xi) +f(x,) |[+EL(f),
a 2 é
unde  Ex(f)= ——[f"(a )+t (8]
Cum f" este continua rezulta ca (3)§ € (a,b) astfel incat
f//((t:) — f (‘:1)+"'+f (&n) s] rezulté Cé
n
" n’ _(b-a)’
E — _ M =___(h— " "
1(f) 12nf (©) 12( a)f"(€) = o2 ——/"©)
Notand cu M, = rr%ang] " , obtinem:
(b—a)’M,
E <—=
| Er (f) | o2

deci putem margini eroarea in formula trapezului.

6. APROXIMAREA NUMERICA A SOLUTIILOR
ECUATIILOR DIFERENTIALE

Introducere

Ecuatiile diferentiale ordinare sau cu derivate partiale
constituie modelele matematice pentru majoritatea problemelor
ingineresti: studiul eforturilor la care sunt supuse elementele de
rezistentd: bare, grinzi, placi subtiri, groase, conducte; studiul
problemelor de camp electric In dielectrici, cAmp magnetic, camp
termic, propagarea undelor de toate felurile si lista poate continua.

Odata stabilit fenomenul fizico-tehnic si ecuatiile diferentiale
care il guverneaza, ca forma, coeficienti, conditii la limitd (pe
frontierd) rdmane de rezolvat ultima problema: rezolvarea acestui
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model matematic. Din diverse motive: neomogenitatile fizice,
frontiere cu geometrie dificild, numar de necunoscute, etc.,
rezolvarea o vom face cautand o solutie aproximativa cu ajutorul
unui calculator.

Vom expune in cadrul acestui capitol principalele metode
aproximative care se preteaza la implementarea pe calculator pentru
rezolvarea ecuatiilor diferentiale.

Pentru ecuatii diferentiale ordinare acestea se pot clasifica in
doud mari tipuri:

- metode unipas (Euler, Runge-Kutta) in care determinarea
solutiei in fiecare punct se va obtine direct;

- metode multipas, sau predictor-corector in care valoarea
solutiei in fiecare punct se va ,,predicta“ si apoi se va corecta iterativ.

Evident este vorba de solutii aproximative pe care nu avem
cum sa le comparam cu o solutie exactd, deoarece practic aceasta
este imposibil de gasit.

De aceea 1n practicd trebuie sd procedam cu atentie pentru
alegerea algoritmilor cei mai potriviti pentru problema concretd de
rezolvat.

6.1. METODE DE TP EULER
6.1.1. Metoda Euler

Se considera ecuatia diferentiala:

y' =fxy)
)]

cu conditia initiala:

y(Xo) = Yo,
(2)

unde functia f este definitd intr-un domeniu D din planul xOy.
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Metoda lui Euler propune aproximarea solutiei printr-o linie
poligonald in care fiecare segment are directia data de capatul sau
stang. Astfel se considera nodurile echidistante x; = xo + ih, i= 0,n.

Considerand cunoscuta aproximarea y; a solutiei problemei (1)+(2)
in x;, procedeul de aproximare Euler, poate fi acum rezumat astfel:

f; =f(x;,y);

Xiy = X; +h

Yia =Y; +hi;
@)

Neglijarea termenilor de ordin superior in (4) face ca metoda
sd fie comoda in calcul, dar putin precisa, erorile cumulandu-se la
fiecare pas.

Metoda se poate aplica si daca nodurile x; nu sunt echidistante,
avand la fiecare iteratie alt pas, h n acest caz.

6.1.2. Metoda Euler modificata

Consideram pe [x;, Xj+1] ca directie a segmentului MM
directia definitd de punctul de la mijlocul segmentului (nu de
extremitatea stdngd ca in formula initiald) se obtine metoda Euler
modificatd. Daca x;, y; sunt valori calculate, procesul iterativ este
urmatorul:

X; =X, +ih; f; =f(x;,y;); X =X +%;

2

i+—
2

h
y 1=yttt :f(x. 1>y 1} Yin =¥; thf 3
2 i+ b i +

6.1.4. Metoda Euler—Heun

Vom incheia trecerea in revistd a variantelor Euler pentru
rezolvarea ecuatiilor de tipul (1) prezentdnd o ultimd variantd de
ordinul doi a metodei lui Euler si anume aceea propusa de Heun, [26].
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Presupunand calculata valoarea y; la pasul x;, se propune
pentru calcularea solutiei la pasul x;.; expresia:

h 2 2
YVin =V +Z |:f(xi=yi)+3f(xi +§hayl‘ +Ehf(xi’yiJ:| .

6.2. Metode de tip Runge-Kutta (R-K) pentru problema Cauchy

Introducere

Dacéd metodele de tip Euler prezentate anterior au mai
mult un caracter didactic pentru familiarizarea cititorului cu
problematica, metodele de tip Runge Kutta pe care le vom
expune in continuare pot fi utilizate cu succes in rezolvarea
problemelor concrete din practica inginereasca.

Metodele Runge-Kutta au trei proprietati distincte [30]:

1. Sunt metode directe, adicd pentru determinarea aproximarii
solutiei la pasul i+1 avem nevoie de informatiile existente in punctul
precedent x;, ;.

2. Sunt identice cu seriile Taylor pana la termenii h", unde h
este pasul curent iar n este diferit pentru metode diferite din aceasta
familie si defineste ordinul metodei.

Metodele de tip Euler pot fi si ele incluse in familia Runge-
Kutta si putem astfel observa ca metoda Euler este o metodd R-K de
ordinul intdi iar metodele Euler-Cauchy si Euler-Heun sunt metode
R-K de ordinul 2.

3. Metodele de tip R-K necesitd in procesul de calcul doar
evaluarea functiei din membrul drept in diferite puncte nu si a
derivatelor ei. Aceasta este, alaturi de precizia buna a metodelor de
ordin 3, 4, 5 motivul principal al utilizarii lor frecvente 1n practica.

Oricum si pentru metodele din aceastd familie, formulele de
evaluare a erorii pastreazd doar un caracter teoretic neputand fi
aplicate 1n practica decat pentru exemple simple cu caracter didactic.

O formula Runge-Kutta de ordinul 2:
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y(x +h) = y(x)ﬁ(k] +3k,)
k1 = hf(X7 Y)

2 2
k2 = hf(x +§h,y+§klj
cunoscuta ca formula Euler-Heun.

O formula de ordinul 3 este urmatoarea:
1
y(xth) = y(x) + 1 (k; + 3ks)
k; = hf(x,y)

h ok
ko =hf| x +—,y +—-
’ [ 37 3J

2h 2k
ky=hf | x+—,y+—2
: (X 37 3)

Formule Runge-Kutta de ordinul 4:
yxrh) = () + < (ki +20 + 2k ko)
k; = hf(x,y)

h ok
ky=hf] x+—,y+—
’ ( 2 2]

2

ks =hf(x + h, y + k3)
formula propriu-zisa Runge-Kutta si

y(x+h) = y(x) + é (ky +3k, + 3ks + ky)
k; = hf(x,y)

ks =hf (x +%,y+k—2j

h ok
ko =hf| x +—,y +—-
’ [ 37 3J
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3
ks =hf(x + h, y + k; — k, + k;3)
formula Kutta-Simpson

ks =hf (x-l—%,y—ﬁnLkzj

Rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale cu metoda
Runge-Kutta

Metodele Runge-Kutta, prezentate pentru ecuatii diferentiale,
se pot extinde cu usurinta si la sisteme de ecuatii diferentiale.
Fie sistemul de ecuatii diferentiale:
Y; = (X, Y15 Y0 )s
................................ (12)
Y; = fn(X’YI""Yn)
si urmarim sa determinam solutia care satisface conditiile initiale:
Vi(X0) =Yyio, 1= 1L,n (13)
Presupunénd ca dispunem de solutia problemei (12) + (13) Ia
pasul i yy;, ..., Yo; metoda Runge-Kutta de ordinul 4 calculeaza
solutia in pasul i+1 cu formulele:
Yiitt = Y1 H Ay
........................... (14)
Ynit1 = Yni T Ayn;
Corectiile: Ay, ;, Ay, , ... , Ayy; care intervin in formulele (14)
se calculeaza cu ajutorul relatiilor:
Lo b by 1,
Ay = =k, +=k, +=k; +=k,;
Y1, 6 1 T2 TR T K

1 1 1 1

—ki +=k3 +=k3 +—=kj;

6 3 3 6

iar coeficientii kj,...,k},....k],...,k} auurmatoarea forma:

K = W (X Y1 Yoi) = L0
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. h k®
k%:hf( 29y11 PR ’ n,i 71}5.]:
_'5

k%:hfj(xi—i_%’yl,i _9 Y n,i ’J

kzlt hf(X +h YI1+k3a ,Yn1+k .]:

6.3. Metoda diferentelor finite pentru probleme Sturm-
Liouville

Consideram problema bilocald (Sturm-Liouville) datd de
ecuatia:

u(Xx)y”(x) + v(x)y’(x) + wx)y(x) = f(x) (24)
si conditiile de limita
y@@)=a
25
{Y(b) =P *)

unde x € [a, b] si presupunem ca u, v, w, f sunt continue pe [a, b],
u(x) > 0, w(x) <0 (V) xe]a, b] iar (24)+(25) are solutie unica pe
[a,b].

Fie A o diviziune echidistanta de pas h a lui [a, b], X, = a,
x;j=a+ih,0 <i<ncux,=b.

Daca 1n ecuatia (24) facem x =x;, | < i < n — 1 si folosim
diferentele finite centrate pentru aproximarea operatorilor diferentiali
avem

u(x,) Y(Xi) — 2}’}2{1) +y(Xiy) + v(x;) Y(Xiy )2_hY(Xi—1) "

tw(x)y(xi) = f(xi)
Iar conditiile (25) devin {Y(Xo) =
y(x,)=B
Notand simplificat u; = u(xi), vi = v(xi), w; = w(xi), fi = f(x;),

Vi =y(x),0 £ i< n,avem
Yo =0, Yo = 3, iar
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u, Yisl _2};i tYia v, Yiet ~Yi-l +wiyi =f, 1<i< n-1
h 2h

u. v, 2u. u. v
Ty | w e y | e |y =1 28
(hz 21’1)}111 ( i hz JY1 (hz 2h)Y1+1 ( )

1<i<n-1, care reprezintd un sistem liniar de n-1 ecuatii si n-1
necunoscute yi, Yz, ..., yu.1, matricea sistemului fiind tridiagonala
dominant diagonala.

sau
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